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Asignatura diferenciada | : funciones y procesos infinitos

Profesora : Georgina Baeza
Correo : georgina.baeza@liceoisauradinator.cl
Objetivo a trabajar : CMa. Plantear algunos problemas geométricos, de probabilidades o de

matematicas financieras que involucren la nocidn de sumatoria; introduccion del
simbolo sumatoria. Propiedades de linealidad, asociatividad y propiedad
telescopica. Aplicar al calculo de algunas sumas concretas, por ejemplo, de los
primeros n nimeros naturales, de sus cuadrados, de los nimeros impares.

CMb. Determinar y calcular Progresiones aritméticas y geométricas, suma de sus
términos. Aplicacion a la resolucion de algunos problemas geométricos, de
interés compuesto, de decaimiento radioactivo, de poblaciones.

Notas de la profesora:

Estimadas, la elaboracion de este pequefio material es para apoyar su aprendizaje y fomentar su
autonomia en cuanto a formar sus conocimientos puesto que, debido a las circunstancias nacionales y mundiales,
estamos impedidas de poder reunirnos y estudiar los objetivos propuestos para este afio. Es por esto que esta guia
esta compuesta por:

e Contenidos

e Ejercicios resueltos
e Ejercicios propuestos

Junto a esta guia se adjuntara otra para ser evaluada. Ante cualquier duda, podran comunicarse conmigo a
través de mi correo electrénico georgina.baeza@liceoisauradinator.cl. Ademas, en ese mismo correo deberan
enviar el material resuelto para ser evaluado, tendrén plazo hasta el dia 3 de abril del 2020.

1. SUCESIONES DE NUMEROS REALES. TERMINO GENERAL

En las siguientes figuras observa el proceso que lleva a la creacion de nuevos triangulos negros.

A L & £

Siguiendo con el proceso, ¢cuantos triangulos negros tendra la figura 5? Y, en general, ¢la figura n?

Figura N° de triangulos
1 1=3°
2 3=3¢
3 9=3?
4 27=3%
5 81=3*

En la figura enésima, el nimero de triangulos negros es 3", Asi, por ejemplo, a partir de la formula anterior pode-
mos afirmar que en la figura 10 se obtendran 31°-! = 3° = 19.683 triangulos negros.

La secuencia ordenada de nimeros que hemos obtenido en la tabla anterior 1, 3,9, 27, 81, 243, ... es una sucesion
de nimeros reales y a la expresion a, = 3" se le llama término general.
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e Una sucesion de ndmeros reales ai, a2, as, as, ..., an, ... €5 UNa secuencia ordenada de infinitos nd-
meros reales.

e Cada uno de los nimeros de la misma (ai, az, as, ...) se denomina término de lasucesion.

e Los nimeros naturales 1, 2, 3, ... se llaman indices, e indican el lugar que ocupa el término en la su-
cesion. A cada nimero natural (indice) se le hace corresponder un nimero real (término).

e Al término an se le llama término n-ésimo o término general, y es la expresion que permite conocer
el valor de un determinado término si se conoce previamente el lugar que ocupa en la misma.

e Se acostumbra representar la sucesion por el conjunto ordenado de sus términos, con o sin paréntesis,
0 bien por su término general.

ai, a2, as, 84, ..., an, ... 0 bien (an), N x N

Ejemplo.-  Halla el término general de las siguientes sucesiones.

a) El conjunto ordenado de los nimeros impares. b) 0, 3, 8, 15, 24, 35, ...
11 1 5
o-,_, 1 .. d)O,l,Z—, 34 5
2 3456 2 4 5

a)ar=2n-1 b)b,=n2—-1 c) cn=1— d) d, =——
n+1 n
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Ejemplo.- Escribir los seis primeros términos de la sucesion cuyo término general es a, = 3 - 2",
a1=3-2"1=3.20=3.1=3 ay=3-241=3.22=3.8=24
a,=3-221=3.2'=3.2=6 as=3-251=3.24=3.16=48
a3=3-21=3.22=3.4=12 a=3-251=3.25=3.32=96

La obtencién del término general de una sucesion puede entrafiar una notable dificultad. No obstante, se estudiara
mas adelante dos clases de tipos de sucesiones particulares en las que el hallazgo del término general es sencillo.

EJERCICIOS

1. Escribe los términos primero, segundo, tercero, décimo y vigésimo de las sucesiones dadas por los términos genera-
les siguientes.
2n +1

Qa=-3n+5 b) b, =
) an e

) ch= (=1)". 2mt

2. Halla el término general de las siguientes sucesiones.
a)2,4,6,8,10,12, 14, ... b) 1,2, 4,8,16,32,64, ... c)1,8,27,64,125, ...

9 16 25
IEI?IT f)

d) 2,22 1 ¢) 4

2. SUCESIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

e Considera la sucesion de los nimeros impares: 1, 3, 5,7, 9, 11, ...

Se observa que cada término es menor o igual que el término siguiente. En este caso se dice que la sucesion es mo-
nétona creciente.

Una sucesion (an) es mon6tona creciente cuando cada término es menor o igual que el término si-
guiente; es decir:
aaaXazX...XZanXam X ...

O abreviadamente, si an X an+1 cualquiera que sea el nimero natural n.

. ., . , 11
e Consideremos ahora la sucesion de los inversos de los cuadrados de los nUmeros naturales: 1, Z 5 - —

Vemos ahora que cada término es mayor o igual que el siguiente. En este caso se dice que la sucesién es monétona
decreciente.

Una sucesion (an) es monoétona decreciente cuando cada término es mayor o igual que el término si-
guiente; es decir:
AXarXaL...XadnZ adnl X ...

O abreviadamente, si an X an+1 cualquiera que sea el nimero natural n.

e Hay sucesiones que pueden no ser monoétonas crecientes ni decrecientes.

-1)"(n+2) _ o
Por ejemplo, la sucesion de término general a,= ——————, CUYOS primeros terminos son:
n
_31 21 __51_31__71---
3 2 5
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Observa las representaciones gréaficas de las anteriores sucesiones:

10 1 i
as
8 3
ta . 2
6 4 1 e ag dy ay
s 1 T 33567 8% 910
4 -1 > s a- dy
@ 5 )
2
2 - -3 a,
a;
[ iy as
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
111 1 -3 3 -5
1,3,5,7,9,11, ... L2516 7s =325
Monotona creciente Monotona decreciente No monétona creciente ni decreciente
Ejemplo.-  Averigua si las siguientes sucesiones son mondtonas crecientes o decrecientes.
111 11
a =, =y o c1,-1,1,-1,1,-1,1,-1, ...
357 911
b) La sucesion de término general a, = n®. d)3,333,3,3, ...
a) Monoétona decreciente. c¢) No es mondtona creciente ni decreciente.
b) Monétona creciente. d) Monétona creciente y monétona decreciente (sucesién constante).
EJERCICIOS

3. Estudia si son mondtonas crecientes o decrecientes las siguientes sucesiones dadas por su término general. Te puede
ayudar la representacion grafica de las sucesiones.

1 — n — (_o\n+1
a) an=H b) b, =0 C) C”_n_+1 d) dn=(-2)

(1) (2
e) en=|1+_| f) fo=n-2" 9) gn=(-1)"- (N +1) h) ha =|_|

L n) \3)

3. SUCESIONES ACOTADAS

. A 12
, CUyos primeros términos son_ , _,
2 3

~w
ol o

. . Lo n 4
e Considera la sucesion de término general a, == s
n+

Observa que todos sus términos son menores o iguales que 1. Se dice entonces que la sucesion esta acotada supe-
riormente, y que 1 es una cota superior (también son cotas superiores todos los nimeros mayores que 1).
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Una sucesion (an) estd acotada superiormente si todos sus términos son menores o iguales que un
namero real k; es decir:

arXk aXkaZk,...anZKk,...
O abreviadamente, si an £ k cualquiera que sea el nimero natural n.

Se dice que k es una cota superior de la sucesion.
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L

. 1
, ... SON mayores o iguales que _. Se
2

o] o

3 4
o También se verifica que todos los términos dela 4’ &'
sucesion . , 2 ,

2 3

dice entonces que la sucesidn esta acotada inferiormente, y que 1/2 es una cota inferior (también son cotas inferio-
res todos los nimeros menores que 1/2).

Una sucesion (an) esta acotada inferiormente si todos sus términos son mayores o iguales que un nd-
mero real h; es decir:
aaXh,a2Xh,asZh,...anXh,...

O abreviadamente, si an X h cualquiera que sea el nimero natural n.

Se dice que h es una cota inferior de la sucesion.

1

e Como lasucesion__ , _, , ... estd acotada superior e inferiormente, se dice que es una sucesion acotada.
2 3

5
6

Nlw

4
751

Una sucesion (an) estd acotada si esta acotada superior e inferiormente.

Gréaficamente:

s
2 .12 5 , .
as| M La sucesion ", _, E, 4_, _, ... estd acotada superiormente por 1
a: 2 3 456
1 :
2 @
s 1
e inferiormente por _.
2
Por tanto, se dice que esta sucesién esta acotada.
0 1 2 3 4 S

Ejemplo.-  (Esta acotada la sucesion de término general a, = 3n — 2?

a1=1, a2=4, a3=7, a4=10, a5=13, a5=16,...

as

12
10 -

8

6 &

4 '

2

bﬂ'l
0 1 2 3 4 5

Como 1<4<7<10<13<16<..., 1 es cota inferior, pero no tiene cota superior. Por tanto, esta acotada
inferiormente, pero no esta acotada.

EJERCICIOS

4. Estudia la acotacion de las siguientes sucesiones dadas por su término general. Te puede ayudar la representacion
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gréfica de las sucesiones.

a) ap=2n b) bh=-4n+3 C) cn:n“d)dn:% gen=C-D" Hfi=(-1"-n

n
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OPERACIONES CON SUCESIONES

o Se define la sucesion producto de un nimero real k por la sucesion (an) como aquella sucesion que
asocia a cada nimero natural n el valor kan:
k(an) = (kan)

o Se define la sucesion suma de las sucesiones (an) y (bn) como aquella sucesion que asocia a cada nU-

mero natural n el valor an + bn:
(an) + (bn)= (an + bn)

o Se define la sucesion producto de las sucesiones (an) y (bn) como aquella sucesion que asocia a cada
ndmero natural n el valor an e bn:

(an) ° (bn)= (an ° bn)

Ejemplo.-  Dadas las sucesiones (an) = (1, 3,5,7,9, ...) y (bn) = (10, 11, 13, 16, 20, ...), escribe los primeros térmi-
nos de las siguientes sucesiones.

a) 3(a) b) (@n) + (bn) ¢) (an) - (bn)

a) 3(an) = (3an) = (3,9, 15, 21,27, ...)
b) (an) + (bn) = (an + bn) = (11, 14, 18, 23,29, ...)
c) (an) - (bn) = (an - bn) = (10, 33, 65, 112, 180, ...)

. . . 1
Ejemplo.-  Dadas las sucesiones de término general a,= — y b, =n+ 2, calcula:
n

a) 2(an) b) (an) + (bn) ¢) (an) - (br)
() (a121 21 )

a)|_|= .
\n) U 3253 )
b) (i(n+2)\|=|(n2+2n+1\‘=((n+1)2\
(n ) Lo JL noJ
C)(n+2\:(3,2,5 37 4 m\

9 16 25 36 49

4
k

EJERCICIOS

4. Dadas las sucesiones (an) = (4, 6,9, 18, 23, ...) y (bn) = (-1, 3, -2, 4, -3, 5, ...), escribe los primeros términos de las
siguientes sucesiones.

a) 2(an) b) (an) + (bn) ¢) (an) - (bn)

5. Dadas las sucesiones de término general a, = PaTE bn=n2ycnh=n+ 1, realiza las siguientes operaciones.
n+

a) (bn) — (cn) b) (@) - (bn) ¢) (bn) - (cn) d) (@) - [(bn) + (Cn)] e) (bn) + 3(cn)
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5. PROGRESIONES ARITMETICAS

Consideremos las siguientes sucesiones: 2, 5, 8, 11, 14, ...; 6,2, -2, -6,-10, ...; -3, -1, 1, 3, 5, ...

Observa que, en todas ellas, cada término se obtiene a partir del anterior sumando o restando un ndmero fijo; estas
sucesiones se llaman progresiones aritméticas.

Una progresién aritmética es una sucesion de ndmeros reales en la que cada término se obtiene a partir
del anterior sumandole un nimero fijo, llamado diferencia, y que representamos por d:

a2=ai+d, as=a2+d, as=as+d,...,an=an1+d

5.1. Término general

Podemos hallar facilmente el término general de estas sucesiones en funcion de los términos que tengamos:

e Conocidos el primer término a: y la diferencia d.

Consideremos la progresion aritmética as, az, as, aa, ..., an, ... de diferencia d, y expresemos todos los términos en
funcion de a; y de d. Teniendo en cuenta la definicidn de progresion aritmética, se obtiene:

a2:a1+d
a3:a2+d:a1+d+d:a1+2d
au=az+d=ay+2d+d=a;+ 3d

as=au+d=a;+3d+d=a;+ 4d

an=an1+d=ar+(n-2)d+d=a1+(n-1)d

Por tanto, la expresién del término general de una progresién aritmética es: |an= a;+(n-1)d |

e Conocidos el término k-ésimo ax y la diferencia d.

De forma analoga, obtenemos que si k < n, entonces: |an= a+ (n—k)d |

Ejemplo.-  Halla el término general de la progresion aritmética 2, 5, 8, 11, 14, ...
aa=2,d=3=ar=a1+(n-1)d=2+(n-1)-3=2+3n-3=a,=3n-1

Ejemplo.-  Halla el término general de una progresion aritmética sabiendo que a;1 =35y d =4.
1¢" método:
an=35d=4=a=au+(n—-11)d=35+(n-11)-4=35+4n-44 = a,=4n-9
2° método:
Calculemos previamente el primer término a;:
ap=a1+(11-1)-d=>35=a1+(11-1)-4=>35=a1+10-4=a;+40=>a;=35-40=-5

Asi,an=a1+(n-1)-d=>a=-5+(n-1)-4=-5+4n-4=a,=4n-9

Ejemplo.-  Halla el primer término y la diferencia de una progresion aritmética sabiendo que as = —1/2 y a13 =7/2.

Paran=13yk=5, obtenemos:a=a+(13-5)d= _=-_+8d=4=8 —=d="_
13 5 . 2 2
Paran=5tenemos:a=a+(5-1)d =>- _=a +4- =a+2=>a =—_

5 1 2 1 2 1 1 2
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5.2. Interpolacién de medios aritméticos

Interpolar n medios aritméticos entre dos nimeros conocidos a y b consiste en construir una progresion
aritmética de la forma a, m1, mo, ..., mn, b. Los ndmeros my, my, ..., my, se llaman medios aritméticos.

Para resolver este problema basta conocer la diferencia que ha de tener la progresion, la cual se deduce sin mas que
tener en cuenta dos cosas:

e Lasucesion tiene n + 2 términos.

e El primer término a; es a y el término a, + 2 es b: a1 = a, an:2 =b.

Ejemplo.- Interpolar cinco medios aritméticos entre 4 y 22.
Debemos completar los espacios punteados para que la sucesion4, ..., ..., ..., ..., ..., 22 sea una progre-
sion aritmética.
El nimero de términosesn+2 =5+ 2 =7, y con la expresidn del término general a, =a; + (n —1)d
hallamos la diferencia:
ar=a1+(7-1)d=>22=4+6d=22-4=6d = 18=6d = d=3

La progresion aritmética es, por tanto: 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22.

EJERCICIOS

7. Estudia si las siguientes sucesiones son progresiones aritméticas y, en caso afirmativo, halla su término general.
a)20,17,14,11,8, ... b) -9,-2,5,12, 19, ... c) 4,8, 16,3264, ... d) 4/3,5/3,2,7/3,8/3, ...

8. El quinto término de una progresion aritmética es 22 y la diferencia 5. Halla el término general.

9. Enuna progresién aritmética conocemos los términos a; = 9 y aso = 422. Halla su término general.
10. Halla el primer término y la diferencia de una progresion aritmética en la que el tercer término es 24 y el décimo 66.
11. Halla el término general de una progresién aritmética de la cual se conocen los términos as = 1 y ags = —38.

12. Los seis angulos de un hexagono estan en progresion aritmética. La diferencia entre el mayor y el menor es 60°.
Calcula el valor de cada angulo.

13. Halla la medida de los tres lados de un triangulo rectdngulo sabiendo que son términos consecutivos de una progre-
sion aritmética de diferencia 3.

14. ;Cuéntos nimeros de cuatro cifras son maltiplos de 3?

15. a) Interpola tres medios aritméticos entre 3 y —13.
b) Interpola tres medios aritméticos entre 2 y 3.
c) Interpola cuatro medios aritméticos entre 12 y 1.

5.3. Suma de términos consecutivos

e En ocasiones nos referiremos a la progresion formada por los n primeros términos, tratandose en estos casos de una
progresion limitada. Consideremos la progresion aritmética limitada formada por los siete primeros multiplos de 5:

ai=5 3.2210 az =15 a4:20 a5:25 a6:30 3.7:35

20+20=40
15+25=40
10+ 30 =40
5+35=40
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Podemos observar que la suma de dos términos equidistantes de los extremos es constante e igual a la suma
de los extremos, es decir, es a; + a7 =a» + as = as + as = a4 + a2 = 40.

En general, dada una progresion aritmética as, az, as, ..., a, de diferencia d, se tiene que:
a2t+ari=(a+d)+(@—dy=ai+an

az+anz2=(a1+2d) +(an—2d)=a1 + an

an+1 + an-h = (a1 + hd) + (an — hd) =a; + aq

En toda progresion aritmética limitada, ai, az, as, ..., an, la suma de los términos equidistantes de los
extremos es constante e igual a la suma de los extremos:

ai+an=a+an1=az+an2=a4+ an-3=...

e Denotemos por Sy la suma de los siete primeros términos de la progresion anterior: 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35.
Una forma de hallarla es mediante el procedimiento inventado por el matematico Carl Frederich Gauss (1777-
1855) a la edad de 10 afios, consistente en escribir la suma dos veces, invirtiendo los términos en una de ellas:

S5 = 5 4+ 10 + 15 + 20 + 25 4+ 30 + 35
S5= 3% 4+ 30 + 25 + 20 + 15 4+ 10 4+ 65
2S;= 40 + 40 4+ 40 + 40 + 40 + 40 4+ 40

7-(5+ 35)
2

de donde: 25;=7-40=7-(5+35)= S~ ) — 140

Siguiendo el procedimiento utilizado por Gauss, podemos hallar la suma de los n primeros términos de una pro-
gresion aritmética: aj, az, as, ..., an-1, an.

Sy = ai + a + ..+ an_1 + an
Sn = an + an-1 + ...+ a, + a
28, = (am+a) + (2+ar) + ... + (Ana+ta) + (anta)

Como hay n paréntesis y el valor de cada uno es (a: + an), se tiene:
n-(a+an)

2Sn=(a1+an)+(@+an)+..+(@+a)+(@+ay=n-(a1+an)= SgF 5

La suma de los n primeros términos de una progresion aritmética, Sn= a1 + a2 + as + ... + an, vale:

SELICEEY

Ejemplo.-  Calcula la suma de los 500 primeros nimeros pares.
La sucesion de nimeros pares 2, 4, 6, 8, 10, ... es una progresion aritmética donde a; =2y d = 2.
El término 500 de esta progresion es aspo = a1 + (500 — 1)d =2 + 499 - 2 = 1.000
Por tanto, la suma de los 500 primeros nimeros pares vale:

s = 200(@;+as0) _500(2+1.000) _ e 1 05 250500

500 2 2
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EJERCICIOS

Calcula la suma de los nimeros que se indican.

a) De los 25 primeros términos de la sucesion 3, 8, 13, ...

b) De los 40 primeros términos de la sucesion 1/2, 5/8, 3/4, ...

c) De todos los nimeros pares de dos cifras.

d) De todos los nimeros que, teniendo tres cifras, son multiplos de 6.

¢Cuantos términos de la progresion aritmética —11, —4, 3, 10, ... hay que sumar para obtener como resultado 5707

Halla la expresion de la suma de los n primeros nimeros impares. A partir de esta expresion, calcula la suma de los
125 primeros nimeros impares.

Fernando estuvo perfeccionando su inglés el verano pasado en Londres. ;Cuanto dinero llevo si el primer dia gasté
270 euros, fue disminuyendo gastos en 9 euros diarios, y el dinero le dur6 30 dias?

Un individuo ha ahorrado durante unafio 4.212 euros, ingresando cada mes 42 euros mas que el anterior. ¢ Cuanto
dinero ahorro el primer mes? ;Cuanto dinero ingresé el Gltimo mes?

Las cinco cifras que forman un nimero estan colocadas en progresién aritmética. La suma de todas ellas es igual a
25, y la segunda (decenas) es doble de la quinta (decenas de millar). ;Qué nimero es este?

PROGRESIONES GEOMETRICAS

Consideremos las siguientes sucesiones: 2, 6, 18, 54, 162, ...;2, 1, 1/2, 1/4,1/8, ...; 3, -3, 3, -3, 3, -3, ...

Observa que, en todas ellas, cada término se obtiene a partir del anterior multiplicando o dividiendo por un nimero

fijo; estas sucesiones se llaman progresiones geométricas.

Una progresion geométrica es una sucesion de nimeros reales en la que cada término se obtiene a partir
del anterior multiplicandolo por un numero fijo, llamado razon, y que representamos por r:

d2=aielr a=azel as=azel,...,an=an-101r

6.1. Término general

Al igual que en el caso de las progresiones aritméticas, podemos deducir una expresion que nos proporciones el tér-

mino general.

Conocidos el primer término a1 y la razén r.

Consideremos la progresion geométrica as, ay, as, as, ..., an, ... de razon r, y expresemos todos los términos en fun-
cién de a1 y de r. Teniendo en cuenta la definicion de progresién geométrica, se obtiene:

ax=4ai-r
a3:a2-r:a1'r'r:a1'r2
a=az-r=ai-r>-r=a;- r

as=a-r=a;-rP-r=a;-r

an=ani-r=a;-M2.r=a;-rt

.. P ., o -1
Por tanto, la expresion del término general de una progresion geométrica es: [a,=a; e r"
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o Conocidos el término k-ésimo ax y larazon r.

De forma analoga, obtenemos que si k < n, entonces: |a,=ay® r n-k

Ejemplo.-  Halla el término general de la progresion geométrica 1_ 1,39,
3

1 .- _
'3n1:>an :3n2

a=1/3r=3=a, =g -r"t==

Ejemplo.-  Halla el término general de una progresion geométrica sabiendo que ais =162y r=3.
1*" método:
as=162,r=3=ap=as-M°=162-3"°=2.3*.3"%= a,=2.3"
2° método:
Calculemos previamente el primer término a;:as=a; - r°"* = 162=a;-3*=a;- 81 => a; =2

Asi,an=a;- M 1=a,=2-3"!

Ejemplo.-  Halla el primer término y la razén de una progresion geométrica sabiendo que as = 8/3 y ag = —8/729.

a9:a4.|"9_4 :>_8_:§'r5 jrSZ_i:_i =>1r= _LZS—]'_:_E
729 3 729 243 V 243 | 3 3

o _=ay o 72
y=a-r-= —-- T — —a; — = a;=-
3 YU 3) Ty

6.2. Interpolacién de medios geométricos

Interpolar n medios geomeétricos entre dos nimeros conocidos a y b consiste en construir una progresion
geométrica de la forma a, mz, mz, ..., mn, b. LOS ndmeros my, my, ..., My, se llaman medios geométricos.

Para resolver este problema basta conocer la razén que ha de tener la progresion, la cual se deduce sin mas que tener
en cuenta dos cosas:

e Lasucesion tiene n + 2 términos.

e El primer término a; es a 'y el término a, + 2 €s b: a; = a, anr2 =h.

Ejemplo.- Interpolar cuatro medios geométricos entre 128 y 4.

Debemos completar los espacios punteados para que la sucesion 128, ..., ..., ..., ..., 4 sea una progresion
geomeétrica.

El nimero de términos es n + 2 =4 + 2 =6, y con la expresion del término general a, = a; - r"* hallamos
la razon:

T o1
ag—a; P 1m4-128. == 21 s/l =g =2
128 32 132 (2 2

La progresion es 128, 64, 32, 16, 8, 4.
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EJERCICIOS

22. Estudiasi las siguientes sucesiones son progresiones geométricas y, en caso afirmativo, halla su término general.
a)2,6,18,54, ... b)5,-5,5,-5, 5, ... c) 10, 20, 28, 36, 44, ... d) 18,6,2,2/3,2/9,...
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El sexto término de una progresion geométrica de razon 2 es 96. Calcula el término general.

23. En una progresion geométrica se sabe que a; = 2 y as = 1/8. Halla el término general.

24. Halla el término general de una progresién geométrica de la cual se conocen los términos a;o =20y as =5.

25. En una progresion geométrica el quinto término es 81, y el segundo —3. Halla el término general.

26. Halla cuatro nimeros en progresién geométrica de manera que los dos primeros sumen 1/2 y los dos altimos 1/8.

27. a) Interpola tres medios geométricos entre 3 y 48.
b) Interpola dos medios geométricos entre 1/3y —9.
c) Interpola tres medios geométricos entre 1/16 y 16.

6.3. Producto de términos consecutivos

e Consideremos la siguiente progresién geométrica limitada: 3, 6, 12, 24, 48. Podemos observar en ella que el produc-
to de dos términos equidistantes de los extremos es constante e igual al producto de los extremos.

a;=3 =6 a3—12 as=24 as =48
12 12 144
6-24=144
3-48=144

En general, dada una progresion geométrica a, ay, as, ..., a» de razon r, se tiene que:
a-ani=(@-r-(@:rN=a-a

az-anz2=(a1-r)-(@n:r)=ay-an

A+ anh=@-M-(@a:M=a;-an

En toda progresion geométrica limitada, a1, az, as, ..., an, el producto de los términos equidistantes de
los extremos es constante e igual al producto de los extremos:

aiedn=azean-1=az®an-2=3a4 ® aAn-3 = ...

¢ Si denotamos por Ps el producto de los cinco primeros términos de la progresion anterior: 3, 6, 12, 24, 48, resulta:
Ps = 3 - 6 - 12 . 24 . 48
Ps = 48 . 24 . 12 - 6 - 3
(Ps> = 144 . 144 . 144 144 144

de donde: (Ps)? = (144)° = (3- 48)° = Pg=1 (3-48)° = 1445 (1 P —105 - 248,832

En general, siguiendo el procedimiento anterior, podemos hallar el producto (Pn) de los n primeros términos de
una progresion geomeétrica: ai, ay, as, ..., an-1, an. Para ello, escribimos el producto de los términos dos veces invir-
tiendo los términos en uno de ellos y aplicamos la propiedad anterior:

I:)I"I = ai . az . e . an,l . an
P, = an . an-1 - a . a1
(P)? = (a1-an) - (@2-an1) - ... - (&n1-32) - (an-a1)

Como en el segundo miembro hay n paréntesis y el valor de cada uno es (a - an), se tiene:

(Pr)’=(a1-an) (@) ... (&1-an) - (@1 &) =(ar-an)"= (P)?=(a1- a)" = Py=% /(a;-a,)"
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El producto de los n primeros términos de una progresion geométrica, Pn=areaze aze ... ® ay, vale:

Pn==%y(a;®a,)" (paradeterminar el signo ha de estudiarse cada caso en concreto)

Ejemplo.-  El segundo término de una progresion geométrica es 2 y la razén —2. Calcula el producto de los siete pri-
meros términos.
v=a-r>2=a-(-)=>a=-1;
ar=a1-r’=(-1)-(-2)°=-64;
Observa que los siete primeros términos de esta progresion son -1, 2, -4, 8, —16, 32, 64, ...

Por tanto, P= y/(ay-a7)" = |[(-1) - (-64)] = /64 = (J6a) =87 = 2.097.152

EJERCICIOS

28. Multiplica los veinte primeros términos de la progresion geométrica 1/16, 1/8, 1/4, 1/2, ...
29. Calcula el producto de los siete primeros términos de la progresién geométrica 1, -2, 4, -8, ...

30. Halla el producto de los 11 primeros términos de una progresion geométrica, si el término central vale 2.

6.4. Suma de términos consecutivos

Sea ai, az, as, ..., an, ... una progresion geométrica de razén r y hallemos la suma de los n primeros términos:
Sh=ar+a+az+...+an-2+an-1+an
Para ello, multiplicamos por la razon r ambos miembros y obtenemos:
rSh=air+ar+asr+..+an2r+anir+anr=az+as+as+...+ar1+an+anr

Restamos esta expresion a la primera igualdad:

rSh = A + A o+ A o+ . 4+ A1+ A + anr
Sy = aa + @& + A + a4 4+ ... + a1 + @y
r Sn — Sn = — al + anfl
a,r—ag
Operando obtenemos: rS,—Sp=-ai+anr=(F-1)Sp=arnr—-a1 = §= e
r_
Teniendo en cuenta que a, = a; - r"?, la expresion anterior queda:
a,r-a; a;-rt.r-a; a;-r"-a a(r"-1
S, =2 1_9 1 _ % L o5, = 1 ( )
r-1 r-1 r-1 r-1

La suma de los n primeros términos de una progresion geométrica, Sh = a1 + a2z + as + ... + an, vale:

anr—a; a(r"-1)

S =
: r—1 r—-1

,Sirocl

Ejemplo.-  Sabiendo que en una progresién geométrica los términos a; =3 y as = 1.875, halla la suma de los cinco
primeros términos.

Hallemos, previamente, larazén: as=a; - r* = 1.875=3-r* = r*=625=>r= 1625 =45

Tenemos, por tanto, dos posibilidades:
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3-(5°-1) _3:3124
Si r =5, dichos términos son: 3, 15, 75,375,1.875 = S;= 5-1 4  =2343

3 [(-5)° -1] _ 3-(-3.126)
-5-1 —6

Si r=-5, los términos son: 3, 15, 75, -375, 1.875 = Sg= =1.563

EJERCICIOS

31.
32.

33.

34.

35.

El tercer término de una progresién geométrica es 12 y la razon 2. Calcula la suma de los diez primeros términos.

Calcula las sumas de los nimeros que se indican.
a)3t+32+3 4+ ... +30
b) De los 10 primeros términos de la sucesion 1, J2,2,242,4, ...

c) De los 20 primeros términos de la sucesion 1, —1/4, 1/16, —1/64, 1/256, ...

Si hoy me das 1 céntimo de euro, mafiana 2, pasado 4, al siguiente dia 8, y asi sucesivamente, ;cuantos euros me
habras dado al cabo de un mes?

Una motocicleta de gran cilindrada cost6 inicialmente 15.020 euros. Al cabo de un afio se vendio6 por la mitad de su
precio, pasado otro afio se volvié a vender a la mitad del Ultimo precio, y asi sucesivamente.

a) ¢Cuénto le costo la motocicleta al quinto propietario? ;Y al décimo?

b) ¢Qué cantidad pagaron entre los seis primeros propietarios? ;Y entre los diez primeros?

¢ Cuéntos términos se han tomado en una progresién geométrica, sabiendo que el primer término es 7, el Gltimo 448
y su suma 8897?

6.5. Suma infinitos términos si—-1<r<1

La relevancia de este apartado es que se trata de sumar todos los términos de la progresion y no sélo una parte de

ellos.

n —
Partiendo de la formula S, = M donde -1 < r < 1, a medida que n se va haciendo muy grande la potencia r"

se va haciendo cada vez mas pequefia en valor absoluto (tiende a cero), de manera que se puede despreciar.

Sirva de muestra los siguientes ejemplos:

H\: L 025 (—ﬂz = =025
\2) 4 L 2) 4

(1¥ 1 (18 1

| 1= =0'125 | —_|= ~ —_0125
\2) 8 L 2) 8

(1) 1 (1% 1

| 1= =0'0625 = | = =00625
\2) 16 L 2) 16

(1% 1 (1% 1

| _| =__=003125 | - | =— =-003125
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\2) 32 L 2) 32
N N
(1\20 1 ( 1\20 1
= =0'000000953. .. - =0'000000953...
| Vi | T.048576 2] 1.048.576

L) L)
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Si el nimero de términos n es infinito, se tiene entonces:
Cy(re-1) a(0-1) —a oy
r-1 r-1 r-1 1-r

Se

La suma de los infinitos términos de una progresién geométrica con razén -1 <r < 1 vale:

= -
Sp=atas...+a,+a,+a,, +...—1_r,5|—1<r<1

Ejemplo.-  Halla la suma de los términos de la progresion geométrica ilimitada 8, 4, 2, 1, 1/2, 1/4, 1/8, ...
En esta progresion, a1 =8yr=1/2;

o 8
como -1 <r <1, lasuma de todos sus términosvale: S, = ——= T 7
2



